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EINLEITUNG 
Fur die Kongruenzuntergruppen r,,(n), T:(n) und r,,,. werden aus dem logarithmischen Ver- 
halten der q-Funktion (siehe Rademacher-Funktion [2] p. 150) Funktionen und damit I-dimensio- 
nale, unitire Darstellungen dieser Gruppen konstruiert. 
$ 1. I-DIM., UNITARE DARSTELLUNGEN DER GRUPPE r,,(n) UND r’(n) 
Sei 
M= ab 0 cd E r(l) und q(r) = enir/*2S i (1 - e2nimT). m=l 
Fiir die Untergruppen To(n) cr(l) d.h. c= O(mod n) (n 22) lassen sich wie folgt 
1-dimensionale, unittire Darstellungen berechnen. Wir definieren dazu die 
Funktion 
(1) und zeigen, darj 
(2) H(Ah) =D,(M)~H(r) ist fiir jedes ME To(n). 
Nach [2], p. 160 ist 
19 
Aber es ist sg(c/n) = sgc, also 
sodal 
aslog H(Mr) = a.log H(r) +yb !P(IL4) ist wegen M’= 
d.h. METo( mit 
(3) 
Damit sind also durch 
(4 D,(M) = pa/l2 ww. 
Darstellungen der Gruppe To(n) berechnet und diese sind unit& fur jedes 
(Y= reell. Dabei ist @(M) die ganzzahlige Funktion 
(5) b/dfiirc=O 
(a+d)/c - 12(sgc)-s(d, ICI), c#O. 
auf der Modulgruppe T(I). 
Nun ist fiir c=O und b#O: 
wegen n 22, also D, = nichttrivial fur a # 0. 
THEOREM 1. Die in (3) definierte Funktion !P ist auf To(n) nichttrivial, und 
(4) unit&e Darstellungen fur a = reell. 
Analog erhalt man aus dem Transformationsverhalten der Funktion 
(6) 
1 -dimensionale Darstellungen der Untergruppe P(n) d. h. der 
ab 0 cd Em) 
mit b =O(mod n). 
Es ist r,(n) eine Gruppe, weii aus 
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mit c= c’=O (mod n) folgt, daf3 das 
Produkt = 
ist mit C” = CI’C + dc’= O(mod n). Analog 
4 2.DIE GRUPPEf,,. 
Allgemeiner konnen wir die Untergruppen r,, ,, cr(1) betrachten d.h. 
ab 0 cd EOl) 
mit b = O(mod m) und c = O(mod n), wobei 122, n 2 2 sind. Dann definiert man 
(1) H(T) = (T&3>“. (y)b 
und man hat nach obigen Rechnungen, daf3 
(2) log H(Mr) = log H(r) + ;. !&J(M), 
mit 
also 
(3) K&w = a- fe,oW) +P- yo, 1 W). 
Wegen c= O(n) und b = O(m) ist daher 
Es ist r,,.cT(l) Untergruppe, weil aus b=b’=O(m) und c=c’=O(n) folgt 
b”= ab’+ bd’= O(m), sowie c” = ca’+ dc’= O(n). Damit ist der Satz bewiesen. 
THEOREM 2. Die in (3) definierten ganzzahligen Funktionen auf r,,,. 
ul,,,(M) und Yo, t (M) ergeben l-dim., unitare Darstellungen der Gruppe r,,, 
(4) Da,, : M+p”2 ya/ef) 
fiir alle reellen Zahlen a und jj. 
BEWEIS. D,p= nichttrivial fur a#0 oder p# 0. Man wahle 
A= 
11 
0 01 - 
Dann ist 
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wegen n_r2. Sowie 
B= 
Dann 
da M 22. 
$3, DARSTELLUNGEN DER UNTERGRUPPE l-;(n) DER MODULGRUPPE 17(l) 
Wir bezeichnen die Untergruppe von r,,., welche a= d(n) erfiillt, mit &z) 
d.h. die 
mit b = c E O(n) und a = d(n), und definieren die Funktion 
dann ist 
.wobei 
~fll) d.h. M= 
also c=O(mod m) fiir m teilt n. Da aber c=OO(mod n) fiir ME c(n) und m 1 n, so 
ist dies fiir alle m erfiillt. Weiters ist 
= rl (a + cp)((r + p)/n) -t (b + pd - ap - c$)/n 
nc- ((t + p)/n) + (d - cp) )=+(y)) 
mit 
M,- a+c&(b+pd-ap-cp2)/n 
-( nc,d- cp E r(l). 
Da dies fiir alle ,u mit 0 sp 5 n - 1 gelten mu& folgt (p = 0 und p f O(n)): b = c= 
=O(mod n), a=d(mod n) d.h. 
M= 
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Damit erhalt man fur ME PO(n) die Formel 
(3) Ha,,,(Mr)=D,p,YIM)*Wa,p,y(r), 
und damit die 1-dimensionalen Darstellungen 
wobei die Funktionen auf e(n) durch 
(5) 
sowie PJM) = @(M,) - G(M) mit 
M = a+cp,(b+pd-ap-cp2)/n 
P nc,d-cp > 
Em. 
definiert sind fur ME c(n). (Offensichtlich ist Y,,,(M) = VO, I(M) ~0). Fur alle 
p hat man namlich das Transformationsverhalten 
Mr+jl log tt - ( > n = log q(M,o) = log v(w) + 
+ + ’ (sgc)2 -log 
+ + * (sgc)2 -log wobei o= r+P - ist. 
n 
Wegen r(n) c:(n) erhtilt man aus (3) l-dim. Darstellungen fur T(n), welche 
fur reelle Parameter unit& sind. Es ist aber 
t 
+n3 j-J (1 -(l/pQ,.f3 
[r(l): T(n)1 = Pin 
6 n=2 
wahrend (5) hiichstens n + 2t(n) - 1 unabhangige Funktionen auf f(n) liefert. 
Im Falle n = 3 hat man 4 Funktionen. Fur 
(Ii)- (A:) (mod 3) ist 
!fJ370(M) = @(f;$) - @(9, Yo,3(A4) = Ye(M), 
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Y,(M)= @ a+c,(b+d-a-c)/3 
3c,d-c 
vi,(M) = Qi 
a+2c,(b+2d-2a-4c)/3 
3c,d-2c 
Die Nichttrivialitat dieser Funktionen folgt daraus, dal3 fur 
gilt: v/,,,(A) = 6, ul,(A) = - 2 = Y,(A) = ul,(A) ist. 
9 3.DER FALL n=2 BEI DERHAUPTKONGRUENZLJNTERGRUPPEJ'(n) 
Es ist nach Definition r(2) inhomogene Gruppe der Matrizen 
~~)-(~~) (mod 2) 
d.h. r(2) =PSL(2, Z) und freie Gruppe F2 = (A, B} mit 
Jedes 
.&f= ab 0 cd E r(2) 
ist von der Gestalt A4=AmlB”~ . . . AmrBnr mit llIj, ni E Z. Wegen TA T- ’ = B - ’ 
fiir 
und T2(r) = T hat man fur A4 mit nj < 0 die Kettenbruchentwicklung M(s) = A41T 
Aq2T . . . AqZr+ I TAqZrT 
M(7) = 41 - 
1 
q2- . . . - m2,+1- m2r+ 7)’ 
Fiir die Funktion 
h(r) = ?j92T)-$(d2) 
(4J((7+w2Y+B 
hat man das Transformationsverhalten 
log h(kfr) = log h(7) + ;. Y~,&W), 
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wobei ME r(2) ist, mit Ya,p(M) = a(@(M,) - @(M3)) +pe(@(M& - @(Mj)). 
Es gilt die Darstellungseigenschaft: Ya,&4B) = Y&A) + YU,@3) fur alle 
A,Bcr(2). Dabei ist 
Die zwei Funktionen Yr,,(M) = @(M,) - @(M3), YO, I (M) = @(M2) - @(M,) 
liefern bereits al/e I-dimensionalen Darstellungen da r(2) =Fz d.h. nur zwei 
Erzeugende hat. Fiir 
A=(::) wirdA,=(A:) 
und AZ=As also U~,J(A)=O und Y,,0(A)=4/1 -l/l =3. Fur 
Damit Y&?)=2/1 - 12*s(l, 1)-2/4+ 12.s(- 1,4)=3/2- 12.$1,4)=0, weil 
s(1,4)= cp mod 4 ((~/4))~ = l/8 ist. Andrerseits ist @(B,) = 2/4 - 12 .s( 1,4) und 
@(BJ)=2/4+12.s(l,4), sodal Yo,~(B)= -24.@1,4)= -3 wird. 
Fur die beiden Darstellungen gilt damit natilrlich Yv,,,(M) = 3. 1 r= I mj sowie 
YoJ(kq= -3. c;= I ni (siehe [5j, S. 65!). 
Q 4. DARSTELLUNGEN DER UNTERGRUPPE I-@*) 
Wir definieren die Funktion 
mit komplexen Parametern ap,. Es gilt 
und 
(2) 
M u + v(c/p), (pb + vd) - v(a + v(c/p))/n = 
cc’ 
n(chd, d - vW.4 > 
, 
3 
wegen c = O(n2) ist c = O(p) fur alle p 1 n und wegen c = O(n2) * such 
fiir alle p 1 n. Damit erhalt man das Transformationsverhalten von H,(r) bei 
ME Po(n2): 
(3) KY(~7) = QJM)*H,(Th 
* Sowie a-drO(n), b=O(n)! 
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wobei die Darstellungen durch 
(4) 0, : M-a,(M) = eni’12 c by apvvJM), ‘Y,,(M) = @(M,,) - @(M) 
gegeben sind, weil ja 
log ‘1(1’.y+ “) = log q(M,, - w) = log q(w) + 
+ + - (sgc)2 * log n(c/p)cu + (d- v(cij.4)) 
( 
+ 7ri 
i-sgc > 
12' @WplJ = 
log tl 
( > 
CT+d 
y + +(sgc)24g - 
( ) 
+ 
imsgc 
is wyp,) 
ist, mit 
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